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Temaopgave i statistik — matematik B og A

Denne temaopgave tager udgangspunkt i opgaver om terningekast og meningsmalinger med om-
drejningspunkt i binomialfordelingen. Malet med opgaven er at fgre dig gennem stoffet og at ruste
dig til den mundtlige eksamen.

Temaopgaven bestar i at besvare de 10 opgaver der star i dette materiale.

Kapitlet 'Statistik’ s. 177-204 i Matema10k for B-niveau danner grundlag for rapporten. Vi anbefaler
at du anvender kapitlet ved at sla begreber m.m. op nar du stgder pa noget ubekendt i rapporten.

Undervejs far du bl.a. brug for nogle Excel-ark som du finder faerdiglavede i vores Fronterrum. For at
kunne lave rapporten skal du derfor kunne arbejde med Excel pa din computer.

God forngjelse.

Introduktion: Hvad er en binomialfordeling?
Binomialfordelingen er i statistik en made at beregne den teoretiske fordeling af antallet af udfald i
et eksperiment der opfylder:

Der skal veere hvad man betegner som et “basiseksperiment”.
Basiseksperimentet skal kunne fortolkes som havende praecis to udfald (som man kan betegne
som ”"succes” og “fiasko”).

3. Man kender sandsynligheden for ”succes” (og dermed ogsa for “fiasko” fordi summen af de to
sandsynligheder giver 1).

4. Man gentager basiseksperimentet et antal gange.

Et klassisk eksempel pa en binomialfordeling er at beregne fordelingen af sandsynligheden for antal
6’ere hvis man kaster fx 10 gange med en terning. Vi ved at sandsynligheden for at fa en 6’er er % ved

kast med en regulaer terning. Vi kan kalde udfaldet “en 6’er” for succes. Dermed er det fiasko at fa 1,
2, 3, 4 eller 5.

Man kan fx tegne et sgjlediagram over hvor stor sandsynligheden er foratfao, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9
eller 10 seksere hvis man kaster 10 gange med en terning. Med sgjlediagrammet anskueligggr man
fordelingen af succeser (se nedenfor).

Fordi fordelingen kun gaelder hele antal kast, kalder vi det en diskret fordeling. En kontinuert forde-
ling vil kraeve at udfaldene udggres af alle reelle tal.

Hvis man har mange gentagelser, betragter man hyppigt fordelinger som kontinuerte pa trods af at
de egentlig er diskrete. Ved at betragte dem som kontinuerte kan man opskrive en funktionsforskrift
for fordelingsfunktionen, og det giver store fordele i bearbejdningen.

Sandsynlighederne for de forskellige antal 6’ere hvis man kaster 10 gange med en regulzer terning,
bliver:
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Falgende figur viser en fordeling for en anden binomialfordeling:

Fordeling for sandsynligheder ved binomialfordeling med
200 gentagelse og sandsynlighed for succes pa 0,3
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Antal af succeser (sandsynlighed for succes er 0,3)

Her er sgjlerne placeret sa teet sa det naermest ser ud som om der er en kurve. Hvad der egentlig er
en diskret fordeling, tager sig naermest ud som en kontinuert fordeling.

Opgave 1. Kast med 12 terninger 20 gange - i praksis
Find 12 (rigtige) terninger, og kast dem pa en gang. Tael 1’ere og 2’ere. Hvis du kun har én terning, sa
kast den 12 gange efter hinanden.

a) Hvor mange 1’ere og 2’ere (tilsammen) vil du forvente, der er ud af de 12 terninger? Begrund
svaret.

b) Vil du fa det samme antal 1’ere og 2’ere (tilsammen) hver gang du kaster de 12 terninger?

¢) Kast de 12 terninger 20 gange i alt, og tael op hver gang hvor mange 1’ere og 2’ere du opnar.
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d) Laven tabelietregneark (Excel) over hyppigheden for de enkelte mulige tilfeelde.

e) Udarbejd dernaest et histogram som kopieres over i den egentlige rapport. Kommentér histo-
grammets udseende.
Er du fgrstegangsbruger af regneark, er der bagerst i rapportformuleringen vedlagt en tastevej-
ledning — og i Fronter ligger flere vejledninger til Excel.

Sandsynligheder

Intuitivt kender vi sandsynligheder. Vi ved intuitivt at sandsynligheden for at fa en 1’er ved at ka-
ste en almindelig terning er% = 16,7%. Tilsvarende ved vi at sandsynligheden for at traekke et bil-
ledkort fra et almindeligt kortspil uden jokere er g = 13—3 = 23,1%, mens sandsynligheden for at
treekke en spar er 5 = i = 25%.

En sandsynlighed er en teoretisk stgrrelse. Sandsynligheden er et bud pa hvad resultatet af en
haendelse vil blive. Derfor skelner vi i materialet her mellem

e statistiske resultater af forsgg eller simuleringer
e teoretiske sandsynligheder.

Opgave 2. Kast med 12 terninger - teoretisk
| denne opgave skal du undersgge et kast med 12 terninger hvor man spgrger om hvor mange 1’ere
og 2’ere der tilsammen forventes - teoretisk set.

a) Forsgget kan beskrives ved binomialfordelingen b(12,1/3). Forklar hvorfor det er binomialforde-
lingen med sandsynligheden 1/3 der skal anvendes.

b) Abn “Excelark til illustration af binomialsandsynligheder”, st parametervaerdierne til n=12 og
p=1/3. Kopier det pindediagram som du far frem, ind i din besvarelse. Kommentér diagrammet.

c) Alle de forskellige sandsynligheder kan beregnes ved hjelp af binomialformlen

P(k) = k'_(n'_k)' -p* - (1 — p)™ ¥, Brug formlen til at eftervise at P(2) = 0,1272 og

P(3) =0,212 (disse veerdier fremkommer af regnearket). Beregn den teoretiske middelvaerdi og

spredning.
(Bemeaerk at der er en trykfejl i binomialformlen i bogen s. 194)
d) Forklar hvad der skal forstas ved: “forventes - teoretisk set”?

Opgave 3. Kast med 12 terninger 20 gange - simulering

Hvis man skulle kaste med flere terninger eller lave mange flere gentagelser end blot 20 som i opga-
ve 1, er det en fordel at have en tilfeeldighedsgenerator som kan generere tilfeldige hele tal mellem
1 og 6. Dette gg@res her ved hjalp af en simulering i Excel.

Abn regnearket ”20 kast” - det ligger i Fronter. Vaelg den udgave der passer til din udgave af Excel.
Hvis du dbner arket med Excel 2003, bliver du spurgt om en bestemt makro skal aktiveres, og du skal
svare ja (der kan opstd problemer pga. sikkerhedsniveauet pa din pc — sp@rg i sa fald). Hvis du dbner

med Excel 2007, skal du farst svare “Ja” til at Ggbne filen. Derefter skal du klikke pG ”Indstillinger” over
regnearket. Her skal du vaelge ”Aktiver indholdet”.

Ndr du har dbnet Excelarket, skal du vaelge “Gem som” og gemme arket pd din egen pc (fx med nav-
net “Opgave 3”).
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a) Orienter dig i regnearkets konstruktion, og besvar fglgende spgrgsmal: Hvorfor er der 20 tal i
s@jle D? Hvad betyder tallet i celle D7? Hvad betyder tallene i sgjle H? Hvordan er frekvenserne i
sgjle J beregnet?

b) Lad regnearket finde gennemsnittet af de 20 kast — se tastevejledningen bagerst. Noter resulta-
tet.

¢) Lavnu 10 simuleringer. En simulering kgres ved at skrive et tilfaeldigt tal i cellen B5 og trykke
ENTER. For hver simulering skal du notere gennemsnittet. Beregn i alle tilfaelde hvor mange pro-
cent gennemsnittet afviger fra den sande (teoretiske) middelvaerdi 4 = n - p. Her benyttes form-

f_
nI ul

le - 100% hvor X er det beregnede gennemsnit. Lav en tabel over de procentvise afvigel-

ser.
d) Klip to (gerne vidt forskellige) pindediagrammer for simuleringer ind i besvarelsen, og kommen-
tér forskellen mellem disse og det teoretiske pindediagram fra opgave 2.

Opgave 4. Kast med 12 terninger 1000 gange - simulering
Abn regnearket 71000 kast”.

a) Kegr simuleringen 10 gange. For hver simulering skal du notere gennemsnittet.

b) Beregni alle tilfaelde hvor mange procent gennemsnittet afviger fra den sande middelvaerdi.

¢) Kommentér disse vaerdier og sammenhold med resultatet fra opgave 3c.

d) Udveelg vilkarligt to af pindediagrammerne for simuleringerne ind i besvarelsen, og kommentér
forskellen mellem disse og det teoretiske pindediagram. Kommentér endvidere forskellen mel-
lem disse og simuleringerne med de 20 kast.

Opgave 5. Spgrgeskema til 50 personer - simulering

| denne opgave (og i opgave 6) skal du undersgge et spgrgeskema til 50 personer. Det kunne eksem-
pelvis vaere at man spurgte 50 elever pa et gymnasium om de kunne taenke sig at der blev spillet
livemusik til den naeste fest. Svarene kan vaere interessante i sig selv, men matematisk set er det
mest interessante om de adspurgte i virkeligheden svarer i overensstemmelse med hele populatio-
nens mening. Populationen er samtlige elever pa det pagaldende gymnasium. Opgaven gar derfor
ud pa at finde svar pa spgrgsmalet: Med hvilken sikkerhed er det forsvarligt kun at adspgrge et lille
udsnit af populationen?

Da spgrgeskemaet kun rummer svarmulighederne ja eller nej, er dette problem matematisk set det
samme problem som kast af de 12 terninger hvor vi talte 1’ere og 2’ere (jf. opgave 3 og 4). | denne
opgave skal vi se pa hvordan svarene kan variere fra én meningsmaling til en anden. Bemaerk at vi i
regnearket der omtales nedenfor, spgrger 50 personer i alt 1000 gange.

Abn regnearket "Spgrgeskema til 50 personer”, og orienter dig i regnearkets konstruktion.

a) Hvad forstas der ved tallene i celle D11, H11 og J11?

b) Tegn et pindediagram (se tastevejledningen bagerst i denne rapport) som viser hyppigheden af
de forskellige antal ja-svar. Kgr simuleringen to gange, og kopier de to pindediagrammer over i
din besvarelse. Kommentér diagrammerne.
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c¢) Beregn den matematiske middelveerdi, og sammenlign gennemsnittene med middelvaerdien i de
to simuleringer i b (samme fremgangsmade som i opgave 4).

d) Ggrrede for hvad skal der laves om i regnearket hvis du skal simulere en situation hvor 20 % af
befolkningen svarer ja. Foretag @ndringen, og kgr simuleringen to gange. Kopier et pindediagram
for hver simulering ind i din besvarelse, og kommentér kort resultaterne.

e) Hvordan vil det se ud hvis kun 4 % svarer ja? Her skal du igen andre i regnearket, og du skal der-
efter kgre simuleringen to gange. Kopier et pindediagram for hver simulering ind i din besvarelse,
og kommentér kort resultaterne.

Vurdering af data

| opgave 3 og 4 har du forhabentlig kunnet konkludere at man far en mere sikker vurdering af mid-
delvaerdien (og dermed ogsa af sandsynligheden for at sld en 1’er eller en 2°er) ndr man gennemfgrer
forsgget 1000 gange end hvis man gennemfgrer det 20 gange. | det ene tilfaelde har man kastet 12
000 terninger og i det andet 20 - 12 = 240 terninger. Jo flere kast, jo mere vil de tilfeeldige udsving
udligne hinanden, og jo teettere vil man dermed komme pa den sande middelvaerdi. | det fglgende
skal vi se pa hvordan usikkerheden i bestemmelse af sandsynligheder ud fra stikprgver knytter sig til
antal stikprgver og spredningen.

Boks 1: Beregning af spredning

Som du har set i ovenstaende gvelser, far man ikke det samme antal 1’ere og 2’ere hver gang man
kaster med tolv terninger. Vi skulle forvente fire 1’ere eller 2’ere.

For at angive hvor langt vaek fra gennemsnittet vore resultater kan forventes at ligge, definerer man en
stgrrelse der hedder spredningen. Denne betegnes med det graeske bogstav ¢ (sigma) og beregnes ved

o= P AP

hvor n her er antallet af terninger og p er sandsynligheden (i decimaltal, eksempelvis 33 % = 0,33) for
at fa det gnskede resultat.

Denne formel geelder altid for en binomialfordeling.
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Boks 2: 95%-konfidensinterval

Lad os antage at vi udfgrer et binomialforsgg som et terningekast. Ud fra dette forsgg bestemmes
et gennemsnit X og spredning o. Hvis man har tilstraekkeligt mange observationer (tilstraekkeligt
mange kast), geelder med god tilnaermelse at 95 % af observationerne vil ligge i intervallet

[X—2:0; X+ 2" 0]
Med andre ord er det 95 % sikkert at den sande middelvaerdi  liggeri[x —2-0; X+ 2 - o].
Dette interval kaldes 95%-konfidensintervallet for p.

Man praeciserer ikke hvad man mener med “tilstraekkeligt mange” — men det viser sig at vaere en
rimelig tilneermelse nar n > 30, forudsat at p ikke er for teet pa O eller 1.

iddelvaerdien
De grgnne omrader

er de 5% man sa at )
95% af fordelingen

sige sorterer fra, dvs.
(det rgde felt)

2,5% i hver side.

Boks 4: Usikkerheden pa p
Usikkerheden pa sandsynlighedsparameteren p er defineret som Ap = + %

Konfidensintervallet for sandsynlighedsparameteren p er direkte knyttet til konfidensintervallet
for puidet u = n - p. Dermed kan p med 95 % sikkerhed siges at ligge i intervallet

X—20 X+ 20
[pmin; pmax] = [P —20p,p + ZAP] = ]

)
n n
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Eksempel

Ved en gallupundersggelse spgrges 1500 mennesker om de ser alt kongestof pa TV2. 300 rgdmer

dybt og indrgmmer. Her har vi n = 1500, og det bedste bud pa middelvaerdien er netop X = 300.
300

Det bedste bud pa antal ja-sigere i hele befolkningen er derfor p = To0 = 0,2 = 20%.
For at finde usikkerheden pa p beregner vi fgrst spredningen: ¢ = /1500 0,2 - 0,8 = 15,5. Usik-

kerheden er da
o 15,5
Ap = iz =z 1500

= +0,0103.
95%-sikkerhedsintervallet er [0,20-2-0,0103;0,20+ 2-0,0103] 2 [0,18;0, 22].

Vi kan med 95% sikkerhed konkludere at mellem ca. 18% og 22% af befolkningen ser alt kongestof pa
Tv 2.

Meningsmalinger hvor stikprgven er repraesentativ for populationen, er et binomialforsgg ligesom
terningekastene. Antallet af adspurgte svarer til antallet af terninger ved kast. Ja-procenten svarer til
sandsynligheden for at fa det gnskede.

Boks 5: Gallupundersggelser

Dette er netop det en Gallupundersggelse af befolkningens holdning til de politiske partier (og
mange andre forhold) gar ud pa. Gallup udspgrger en repraesentativ gruppe af befolkningen, ud-
regner gennemsnitssvaret og beregner intervallet [ — 2 -0 ; X + 2 - o] for svarene. Man kan nu
forvente at hvis hele befolkningen blev spurgt om det samme, sa ville man fa et svar som ligger
inden for det beregnede interval med 95% sikkerhed.

Opgave 6. Usikkerheden pa en undersggelse med 50 adspurgte
Vi ser nu pa situationen hvor 50 elever pa et gymnasium bliver adspurgt om de kunne taenke sig
livemusik til naste fest (se opgave 5).

a) Forklar med ord hvad skal der geelde om udvaelgelsen af de 50 elever?

Vi antager nu at de 50 udspurgte er reprasentative for hele gymnasiet med hensyn til spgrgsmalet.
Antag endvidere at 10 elever svarer ja til spgrgsmalet.

b) Da eleverne netop er reprasentative, hvor mange procent af skolens elever ville da svare ja?

Spgrgsmalet er nu hvor ngjagtigt vores bud er pa at hele skolen vil svare dette. Antag derfor at ja-
procenten er 20%.

c) Beregn usikkerheden pa antal ja-sigere, og beregn konfidensintervallet. Undersgg om 20 positive
svar ligger i 95%-konfidensintervallet.
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Opgave 7. Usikkerheden og antallet af adspurgte

| forlengelse af debatten om unges sundhed udvaelges 12 gymnasier pa Sjaelland hvor man spgrger
eleverne om de er tilfredse med kantinens mad set ud fra et sundhedsmaessigt synspunkt. Vi antager
at der pa alle 12 gymnasier tilsammen gar 10.000 elever. Fra 2 af de 12 gymnasier udvaelges 1000
studerende hvor 250 i alt svarer positivt til spgrgsmalet.

a) Forklar med ord hvad der skal geelde om udveelgelsen af de 1000 elever.

b) Beregn usikkerheden pa ja-procenten idet vi antager at de udvalgte er reprasentative.

c) Nuspgrges 2000 elever og ja-procenten er stadigveek den samme. Beregn usikkerheden pa ja-
procenten.

d) Samme spgrgsmal som i c) med henholdsvis 4000 og 8000 elever.

e) Erder et system i hvordan usikkerheden formindskes? Prgv at beskrive det sa praecist muligt med
ord.

Opgave 8. Usikkerheden og antallet af adspurgte - teoretisk

a) Brug formlen for spredningen og formlen for usikkerheden, og vis at usikkerheden kan beskrives
Vp:(1-p)

BN

b) Hvis man gnsker at halvere usikkerheden, hvor mange flere skal man spgrge?

ved Ap =

c) Passer dette med de opnaede resultater i opgave 7?

Opgave 9. Binomialfordelingens konfidensinterval - teoretisk

En binomialfordeling b(n,p) vil for store vaerdier af n ligne en normalfordeling meget. | det foregaen-
de har vi anvendt at 95%-konfidensintervallet for middelveaerdien u er givet ved

[¥x—2-0; X+ 2 0]. Etrelevant spgrgsmal at stille sig selv er hvorfor konfidensintervallet egentlig
ser sadan ud? Hvorfor er konfidensintervallet for eksempel ikke defineret direkte ud fra standardaf-
vigelsen som [X¥ — 0; X + 0] ?

Fortsaettes naeste side
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a) Vis ved beregning at frekvensfunktionen er symmetrisk om 2. aksen.
Vink: en funktion f er lige (dvs. symmetrisk omkring 2. aksen) hvis f(x) = f(—x).

b) Eftervis I f\ (X)dx =1 pa din grafregner, og fortolk betydningen heraf. Forklar hvordan du be-
stemmer integralet pa din grafregner.
¢) Kommentér ud fra velvalgte pindediagrammer fra de tidligere besvarede opgaver hvorfor denne
(i form) ligner frekvensfunktionen for normalfordelingen.
d) Bestem for N(0,1)
e Plu—o=<x<u+o)
o P(u—20<x=<pu+20)
o P(u—30c<x<pu+30)
e) Redeggr dernaest for hvorfor 95%-konfidensintervallet for binomialfordelingen (for store n) ser
udsom[x—2-0; X+ 2-0].
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Da standardnormalfordelingen er defineret symmetrisk om 2. aksen, kan det synes mystisk at bino-

05Ty mialfordelingen kan tilnasermes normalfordelin-
gen. Men normalfordelingen kan modificeres
ved at vaelge spredningen og middelvaerdien.
Nar middelveerdien er i og spredningen er g, er

frekvensfunktionen for normalfordelingen givet

p=15,06=2 ved

1
‘e~ Soz(—w)?

fu() = =

3 4 5 6

Pa figuren ovenfor ses at frekvensfunktionen har flyttet sig en smule ved den lille justering pa spred-

ningen og middelvaerdien.

Opgave 10. Skal naturvidenskab styrkes?
Materialet til opgaven er udklippene pa naeste side fra Jyllands-Posten 27.5.2004.

a)
b)
c)

d)
e)

f)
g)

Find fejlen i artiklen om undersggelsen (nzerlaes lagkagediagrammerne).

Kan man forvente at det er en repraesentativ undersggelse?

Hvor mange elever har svaret ja/ne;j til spgrgsmalet om hvorvidt det er ngdvendigt at styrke de
naturvidenskabelige fag i gymnasiet?

Udregn usikkerheden og konfidensintervallet for bade ’ja’ og 'nej’.

Redeggr for at kvinder udggr 62,5 % og mand udger 37,5 % af de adspurgte.

Vink: Lad x repraesentere brgkdelen af kvinder og y repraesentere brgkdelen af maend. Pa bag-
grund af informationerne (overvej selv) kan man opstille to ligninger 0,55 = 0,58 -x + 0,50 - y og

0,45=0,42-x+0,50-y (Igs de to ligninger).
Hvor mange procent udggr hhv. sproglige og matematiske studerende?
Hvad kan man konkludere pa baggrund af undersggelsen?
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M UDDANNELSE

De kommende studenters
holdning til naturvidenskab

SPORGSMAL: Synes du, at det er nedvendigt at
styrke de naturvidenskabelige fag i gymnasiet?

Besvarelser Besvarelser for-
fordelt p& ken  delt pa faglig linie

mb D

ialt: 1.639 Matematisk

db -

'Tallpmcent L
.JA .NB

SPORGSMAL: Regeringen og arbejdsmarkedets par-
ter appellerer til, at flere elever tager naturviden-
skabelige og ulmhka uddannelser. Har det nogen
betydning for dit valg af videregdende uddannelse?

Ja 6 pct. Besvarelser Besvarelser for-
fordelt pa ken  delt pa faglig linie

Kvinde Sproglig

Mand Matematisk
> P RS =
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STUDENT

Morgenavisen Jyllands-
Posten fokuserer i en
raekke artikler pa de
kommende studenter.
Avisen har kontaktet samtli-
ge gymnasier i Vejle og Fyns
amter. Undersogelsen om-
fatter alene elever fra det al-
mene gymnasium.

I Vejle Amt har 6 ud af 8

gymnasier deltaget, og i
Fyns Amt har 10 ud af 11

gymnasier deltaget.

Deltagelse:

Antal 3.g elever pa de 16 gym-
nasier, der har deltaget i un-
dersegelsen: 2210

Antal 3.¢ elever der har be-
svaret sporgeskemaet: 1.677

Svarprocent: 76 pct.

Tidligere artikler i serien
er blevet bragt: 6/5, 13/5,
24/5, 25/5, 26/5

Laes mere pa www.jp.dk

NIELSEN og LISBETH BJERRE
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BINOMIALFORDELINGEN: OM TERNINGEKAST OG MENINGSMALINGER

Tastevejledning til Excel

Gennemsnit
Skal man beregne gennemsnit af alle tal i en kolonne, fx fra E2 til E20, markeres en tom celle, fx ne-
denunder, og der skrives "=middel(e2:e20)"”

Kopiering af formel
Marker cellen hvor din formel star. Saet markgren i nederste hgjre hjgrne pa cellen og markgren bli-

ver til et plus-tegn. Klik med musens venstre knap og hold knappen nede mens du traekker musen
ned til alle de celler der skal indeholde formlen og slip sa museknappen. Nu beregnes formlen i alle
cellerne.

Diagram — histogram

Nar du skal indsezette et histogram (stolpediagram) i et regneark skal du have to de kolonner
med x’erne og y’erne staende i regnearket. | nedenstdende eksempel star tallene i kolonne
G3 til 15 og H3 til 15.

Placer markgren i en celle til venstre for dine maledata og tast fglgende

- veelg Indseet

- veelg Diagram

- Veelg diagramtype s@jle og den gverste til venstre som undertype
- Veelg Neeste

- Som dataomrade markeres H3 til H15

- @verstidiagramvinduet vaelges fanen Serie

- | feltet Navn skrives Hyppighed

- Som Kategoriakseetiketter markeres G3 til G15

- Vealg Naeste

- Som diagramtitel skrives "Sp@rgeskema til 50 personer”
- Velg Udfgr
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